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Abstract— This paper provides necessary and sufficient finite dimensional linear matrix inequality conditions
to compute linearly parameter-dependent state feedback controllers ensuring quadratic stability for Takagi-Sugeno
fuzzy systems. The proposed conditions, based on an extension of Pdlya’s Theorem, are formulated as progres-
sively less conservative sets of linear matrix inequalities. As a consequence, the quadratic stabilizability problem
for this class of systems can be solved whenever a solution exists. The maximization of the decay rate of the state
trajectories under quadratic stability is also addressed. The efficiency of the proposed conditions is illustrated
by means of numerical examples.

Keywords— Takagi-Sugeno fuzzy systems, Quadratic stabilizability, Linear matrix inequalities, Polytopic
systems, Exponential stability.

Resumo— Este artigo fornece condigées na forma de desigualdades matriciais lineares de dimensao finita que
s80 necessdrias e suficientes para computar controladores por realimentacgao de estados linearmente dependentes
de parametros, assegurando a estabilidade quadrética de sistemas nebulosos de Takagi-Sugeno. As condicoes
propostas, baseadas em uma extensdao do Teorema de Pdlya, sdo formuladas como conjuntos de desigualdades
matriciais lineares progressivamente menos conservadores. Assim, o problema de estabilizabilidade quadratica
para essa classe de sistemas pode ser resolvido sempre que uma solugdo existir. A maximizacdo da taxa de
decaimento das trajetérias dos estados sob estabilidade quadratica também é tratada. A eficiéncia das condigoes
propostas é ilustrada por meio de exemplos numéricos.

Palavras-chave— Sistemas nebulosos de Takagi-Sugeno, Estabilizabilidade quadrética, Desigualdades matri-
ciais lineares, Sistemas politépicos, Estabilidade exponencial.

1 Introducao

Sistemas nebulosos de Takagi-Sugeno permitem
representar globalmente sistemas nao-lineares por
meio da combinacao de modelos lineares, que
representam localmente o sistema nao-linear em
diferentes regioes do espago de estados. Dessa
forma, tem-se uma metodologia sistematica de
modelagem, andlise e controle de sistemas nao-
lineares, como pode ser visto no livro (Tanaka and
Wang, 2001) e também nos artigos (Wang et al.,
1996; Tanaka et al., 1996; Tanaka et al., 1998a; Ta-
naka et al., 1998b; Cao and Frank, 2000; Chen
et al., 2000; Chen et al., 1999). Abordagens basea-
das em funcoes de Lyapunov tém sido largamente
utilizadas no contexto de sistemas nebulosos de
Takagi-Sugeno, como por exemplo nas referén-
cias (Kim and Lee, 2000; Tuan et al., 2001; Lian
et al., 2001; Nguang and Shi, 2003; Johansson
et al., 1999; Johansson, 2003; Feng, 2003; Tei-
xeira et al., 2003; Feng, 2006; Kumar et al., 2006),
fornecendo condigoes para verificagao de estabili-
dade e para projeto de controladores que freqiien-
temente sao expressas como desigualdades matri-
ciais lineares (do inglés, Linear Matriz Inequali-
ties — LMIs), que sao muito atrativas pois po-
dem ser solucionadas em tempo polinomial por
meio de algoritmos de convergéncia global (Boyd

et al., 1994; Gahinet et al., 1995; Sturm, 1999).
Com respeito ao projeto de controle para siste-
mas nebulosos de Takagi-Sugeno, uma escolha na-
tural é o chamado compensador paralelo distri-
buido, no qual uma lei de controle é projetada
para cada regra do modelo nebuloso, fornecendo
um controlador global que é dado pela combi-
nacgao dos controladores locais, sendo a estabili-
dade global garantida, por exemplo, pela existén-
cia de uma fungao de Lyapunov quadratica (Wang
et al., 1996; Tanaka et al., 1998a; Tanaka and
Wang, 2001). Essa estratégia de controle tem
sido largamente empregada no contexto de reali-
mentagao de estados e de realimentacao dinamica
de saida e, devido & formulacao do problema de
projeto ser baseada em LMIs, varias restricoes
de projeto podem ser levadas em consideragao,
como limitagoes da entrada de controle, alocagao
de polos para cada subsistema linear, limitantes
da taxa de decaimento das trajetérias, limitan-
tes das normas Hs e Ho, do sistema, entre ou-
tras (Chen et al., 1999; Chen et al., 2000; Nguang
and Shi, 2003; Cao and Frank, 2000; Xu and
Lam, 2005; Tanaka et al., 1998b; Lian et al., 2001).

Um aspecto comum em muitas condigoes de
projeto de controle para sistemas nebulosos de
Takagi-Sugeno é que os resultados se baseiam na



existéncia de uma funcao de Lyapunov quadratica
que assegura a estabilidade global do sistema em
malha fechada. Em outras palavras, a existéncia
de um controlador por realimentagao de estados
linearmente dependente de parametros é equiva-
lente & existéncia de uma matriz simétrica definida
positiva W e de uma matriz linearmente depen-
dente de pardmetros Z(«a) resolvendo, para todo «
(um vetor de parametros pertencentes, para todo
tempo, ao simplex unitdrio) a LMI dependente
de parametros que caracteriza a estabilizabilidade
quadratica, dada por

Al)W + WA(a) + B(a)Z(a) + Z(a) B(a) <0

em que A(a) e B(a) sdo expressas como com-
binacoes convexas das matrizes dos subsistemas
do modelo nebuloso. Como discutido em (Tuan
et al., 2001), Z(«) (e, conseqiientemente, K («))
pode ser restrita a classe de matrizes linearmente
dependentes de parametros, sem perda de genera-
lidade. Entretanto, a solugao dessa LMI depen-
dente de parametros para todo a no simplex uni-
tario é um problema de dimensao infinita. Explo-
rando o fato de a LMI dependente de parametros
dada acima poder ser expressa como uma LMI
quadraticamente dependente de parametros, con-
digoes suficientes, convexas, de dimensao finita po-
dem ser utilizadas para testa-la, como por exem-
plo em (Tanaka and Wang, 2001, Section 3.3).
LMIs relaxadas para a estabilizabilidade quadra-
tica foram propostas em (Tanaka et al., 1998a;
Teixeira et al., 2003; Tuan et al., 2001) mas, no
conhecimento dos autores do presente artigo, es-
sas e outras condigoes existentes na literatura sao
apenas suficientes para a sintese de controladores
quadraticamente estabilizantes por realimentagao
de estados linearmente dependente de parametros.

O objetivo principal deste artigo é fornecer
um procedimento sitematico de construcao de
LMIs de dimensao finita que sao necesséarias e
suficientes para resolver o problema da estabili-
zabilidade quadratica, o que é equivalente a ve-
rificar a existéncia de um ganho de realimenta-
cao de estados linearmente dependentes de para-
metros assegurando a estabilidade quadréatica em
malha fechada de sistemas nebulosos de Takagi-
Sugeno. A solucao do problema fornece uma ma-
triz para a funcao de Lyapunov e os ganhos lo-
calmente estabilizantes de um compensador para-
lelo distribuido. Dadas as matrizes de um modelo
nebuloso de Takagi-Sugeno, as condigoes propos-
tas, baseadas na extensao do Teorema de Pdlya
(Hardy et al., 1952) dada em (Oliveira and Pe-
res, 2005) (veja também (Scherer, 2005; Scherer
and Hol, 2006; Oliveira and Peres, 2005)), forne-
cem conjuntos de LMIs que tém um ndmero fixo
de variaveis de decisao, mas que sao progressiva-
mente menos conservadores. Como uma extensao
do resultado principal, um problema de autova-
lores generalizados é fornecido para maximizar a

taxa de decaimento das trajetorias dos estados sob
a estabilidade quadratica. Resultados numéricos
ilustram a eficiéncia das condigbes propostas.

2 Descricao do problema

Considere a i-ésima regra de um sistema nebuloso
de Takagi-Sugeno continuo no tempo, dada por
(Tanaka and Wang, 2001)

SE Zl(t) é Mil e ... e Zp(t) é Mip
ENTAO i(t) = Ajx(t) + Biu(t) , i=1,...,N
(1)
em que x(t) € IR"™ é o estado, u(t) € IR™ é
o vetor de controle, 4; € R™*", B; € R™*",
z1(t), ..., zp(t) s@o varidveis de premissa conheci-
das (assumidas como independentes de wu(t)), M;;
é o conjunto nebuloso e N é o nimero de regras
do modelo.
Dado o par (z(t), u(t)), as equagoes do sistema
nebuloso sao

Yo wiz(t) (Aix(t) + Bau(t))
Sy wi(=(t)

em que, para todo t,

i(t) =

(2)

2(t) = [21(t) -+ z(0)], wilz(t) = [] Mij(=(2)

j=1

(3)
O termo M;j(z;(t)) é o grau de pertinéncia
de z;(t) em M;;. O peso w;(z(t)) é tal que
SN wilz(8) > 0, wi(2(t)) > 0, = 1,...,N,
e pode ser normalizado por

;i (z = M
i(2(1)) Zf\il w;(2(t))

o que leva a

N
Zai(z(t)) =1, ai(2(t))>0,i=1,...,N

e a uma representacao politépica para o sistema
(veja, por exemplo, (Tuan et al., 2001)), dada por

(1) = A(a(z(1)))x(t) + B(a(z(1)))u(t)
N
Aa(z(1))) = Zai(z(t))Ai ;

N
B(a(2(1)) = ZO@(Z(t))Bi ca(z(t) U (4)

em que
N
U={M- A eRY: D> N =1, )\ >0}

i=1
(5)
Considere que a lei de controle u(t) seja dada
por um compensador paralelo distribuido, para o



qual uma regra de controle u(t) = K;x(t) é apli-
cada a correspondente ¢-ésima regra do modelo de
Takagi-Sugeno (1). O controlador nebuloso é glo-
balmente representado, para todo ¢, por

N
K(a(2(1) = Zai(z(t))Ki ;
K, e R™" , a(z(t) €U (6)

permitindo escrever o sistema de controle em ma-
lha fechada como #(t) = Ag(a(2(t)))z(t) com

Ac(a(z(t)) = Ala(z(1)+ Bla(z(t)) K (a(2(t)))

Da estabilidade quadrética (Boyd et al., 1994),
tem-se que se existir uma matriz simétrica defi-
nida positiva P € IR"*" resolvendo’

(A(a) + B(e)K(a))'P
+ P(A(a) + B(a)K(2)) <0, VaeUd (7)

entao o sistema em malha fechada é globalmente
assintoticamente estavel em x = 0.

3 Resultados preliminares

A determinacao simultdnea de P e K(a) em
(7) é um problema nao-convexo. O préximo
lema, baseado nas transformagoes de variaveis
utilizadas na estabilizabilidade quadratica (Boyd
et al., 1994; Bernussou et al., 1989), fornece uma
condigao convexa equivalente a (7).

Lema 1 Existe uma matriz simétrica definida po-
sitiva P € R™™ e um ganho de controle Ii-
nearmente dependente de parametros K(a) =
va:l o, K; resolvendo (7) se, e somente se, existir
uma matriz simétrica definida positiva W € IR™*"
e uma matriz linearmente dependente de parame-
tros Z(a) = Zf\il a; Z;, Z; € R™*" tais que

A()W+W A(a)'+B(a)Z(a)+Z(a) B(a) <0,
Yaeld (8)

Prova: Se existirem P e K («) resolvendo (7), en-
tao, pré e pés-multiplicando (7) por P~ e levando
em conta as transformacoes de varidveis P~! = W
e Z(a) = K(a)W, tem-se (8), e vice-versa. A
transformacao de varidveis Z(a) = K (a)W deter-
mina que K(a) e Z(a) tém a mesma forma de
dependéncia em « que, no caso, é linear. O

Note que a condi¢ao do Lema 1 é uma LMI
dependente de parametros que deve ser resolvida
por meio da determinacaode We Z;,i =1,...,N

LA partir deste ponto, por questdo de simplicidade,
a(z(t)) é representado por « e z(t) é representado por x.

que satisfazem (8) Vo € U (i.e. um problema de
dimensao infinita). Condigdes convexas de dimen-
sao finita para resolver (8) tém sido fornecidas na
literatura explorando o fato de que o lado esquerdo
de (8) pode ser escrito como uma expressao qua-
draticamente dependente de parametros dada por
(veja, por exemplo, (Tanaka and Wang, 2001, Sec-
tion 3.3))

N N-1 N
T(a) 2 ZafTi + Z Z oo T, Yael
i=1 i=1 j=i+1
(9)

em que

T, =AW+ WA, + B, Z; + Z,B; (10)

Tij = (Ai + Aj))W + W(A4; + 4;)
+ BiZ; + B;Zi + Z/Bl+ ZLB, (1)

Como os parametros «;, ¢ = 1,..., N s@o nao-
negativos, uma maneira simples de assegurar
T(a) < 0, Yoo € U é determinar W e Z; tais que
Ti<O,i=1,...,NandTij <0,i=1,...,N—1,
j =14+ 1,...,N. Pela inspecao de (9), pode-
se notar que 7; < 0, ¢ = 1,...,N é uma con-
digdo necessdria para T'(«) < 0, Yoo € U. En-
tretanto, impor T3; < 0,4 = 1,...,N -1, j =
i+1,..., N é uma fonte de conservadorismo. Uti-
lizando propriedades de formas quadraticas em «,
a € U, LMIs relaxadas para resolver (8) foram
propostas, como por exemplo as LMIs dadas em
(Tanaka and Wang, 2001, Section 3.3) e (Tuan
et al., 2001, Theorem 2.2), mas essas condigoes
(como outras condig¢bes no contexto da estabili-
zabilidade quadratica para sistemas nebulosos de
Takagi-Sugeno) sao condigbes apenas suficientes
para assegurar (8).

A préxima segao apresenta os resultados prin-
cipais do artigo, porém antes algumas definigoes
e notagdes sao necessarias. Defina K(d) como o
conjunto de énuplas obtidas por todas as possi-
veis combinaces de pip2---pn, p; € Zy (Zy
denota inteiros nao-negativos) j = 1,..., N tal
que p1 +p2 4+ - +pyv = d. Ke(d) é a (-
ésima énupla de K(d), que é lexicamente orde-
nado, £ = 1,...,J(d). Para um N fixo, o ni-
mero de elementos de K(d) é dado por J(d) =
(N+d— 1!/ d(N — 1)'2 e os coeficientes multi-
nomiais associados sao C*(d) = d!/(p1!p2!- - pn!),
pipe-py = Ke(d), £ = 1,...,J(d). Como um
exemplo, para N = 3 e d = 2, tem-se J(2) = 6,
K(2) = {002,011, 020,101,110, 200} e coeficientes
CY(d) = {1,2,1,2,2,1}. Finalmente, defina os co-
eficientes multinomiais modificados

d! 2¢7
,sep; —2¢€
Cld2) = pil (=2l 7 *
0 , caso contrario
Cri(d,1,1) =
d! o {pi —-1e€Z4+
pil-(pe— D (pj — D! py! 7 p; —1€Zy
0 , caso contrario



todos dependentes de pips---p, = Ki(d), ¢ =
1,...,J(d).

4 Resultados principais

Teorema 2 FExiste uma matriz simétrica definida
positiva P € R™™ e um ganho de controle li-
nearmente dependente de parametros (6) resol-
vendo (7) se, e somente se, existe uma matriz
simétrica definida positiva W € IR"™™™, matrizes
Z; € R™™, i =1,...,N ed € Z, suficiente-
mente grande tais que

N N—-1 N
T 2Y Cld2)Ti+ Y > C(d,1,1)T;; <0,
1=1

i=1 j=i+1
(=1,...,J(d+2) (12)

em que T; € dado por (10) e T;; € dado por
(11). Nesse caso, o controlador estabilizante li-
nearmente dependente de parametros € dado por

N
K(a) :ZO%Ki , Ki=ZwW™',i=1,...,N
i=1
(13)
sendo K; o ganho de controle da i-ésima regra do
modelo nebuloso de Takagi-Sugeno (1).

Prova: Primeiro, note que a existéncia de P e
de um ganho de controle linearmente dependente
de parametros (6) resolvendo (7) ¢é equivalente a
existéncia de W e Z; resolvendo (8). Para pro-
var a necessidade, observe que se T'(«) é definida
negativa Vo € U, entao

d J(d+2)
Ia) = (Zai) T(a) = Z alt ol
i=1 =1
Py =Ke(d+2) (14)

é definida negativa Va € U, sendo I'; em (14)
dado por (12). Da extensao do Teorema de Pdlya
em (Oliveira and Peres, 2005), tem-se que sempre
existe um d € Z, suficientemente grande tal que
todos os termos I'y dados por (12) sao definidos
negativos. Para provar a suficiéncia, nota-se que
se os termos I'y, £ =1,...,J(d+ 2) no Teorema 2
s@o definidos negativos, entdo, baseado em (14),
T(a) <0,V el. O

Como um primeiro comentario referente ao
Teorema 2, tem-se que para qualquer d € Z,
dado (chamado grau de relaxagdo das LMIs), o
Teorema 2 fornece um conjunto finito de LMIs
que pode ser resolvido em tempo polinomial por
meio de algoritmos baseados em pontos interiores
(Gahinet et al., 1995).

Outra observagao ¢ que se as LMIs do Teo-
rema 2 sao factiveis para d = ci, entao essas LMIs
sao factiveis para d > cf, uma vez que as desigual-
dades (12) para d + 1 podem ser reescritas como
combinagoes positivas das desigualdades (12) para

d. Por outro lado, se as LMIs do Teorema 2 nao
sao factiveis para dA7 entao tais LMIs se tornarao
factiveis para algum d > d (um limitante para
d é dado em (Powers and Reznick, 2001)) sem-
pre que o sistema for quadraticamente estabiliza-
vel por meio de um ganho linearmente dependente
de parametros (i.e., sempre que T'(«o) < 0, Yo € U
com T'(a) dado por (9)).

Note que o aumento de d para d + 1 nao in-
troduz novas varidveis escalares nas LMIs do Te-
orema 2, mas aumenta o numero de LMIs a ser
testado, sendo que o conjunto de LMIs para d+1
é sempre menos conservador do que o conjunto de
LMIs para d. Para ilustrar esse fato, considere
o caso em que N = 2, o que leva aos seguintes
termos T; e Tj; no Teorema 2:

Ty =AW+ WA, +B1Z, + ZB}

Ty = AW + WAL + BaZy + Z4B)

Tio = (A + A))W + W(A; + Ay)
+ B1Za + BaZy + Z3 By + Z1 By

As LMIs (12) para d = 0 até d = 2 sao:

T <0, T5<0, T1o<0, parad=0

T, <0, Ty<0,
T +T1o <0, Ty +T5 <0, parad=1

T <0,T5 <0, 2T1+T15 <0, 2T5+T15 <0,
T, +T5+2T15 <0, para d = 2

Nota-se, por exemplo, que o conjunto de LMIs
para d = 1 é menos conservador do que o con-
junto de LMIs para d = 0. Além disso, observa-se
que se as LMIs para d = 0 sao factiveis, entao
a factibilidade também ocorrerd para d = 1. O
mesmo ocorre com d e d+ 1 para um d arbitrario.

Corolario 3 Substituindo 0 no lado direito de
(12) por —2cW e entdo resolvendo o problema
de autovalores generalizados dado por maxo su-
jeito as LMIs modificadas, tem-se que os ganhos
de controle resultantes asseguram a estabilidade
quadrdtica do sistema em malha fechada com uma
taxa de decaimento o para todas as trajetorias

x(t).

Prova: Se (12), com 0 substituido por —2cW, é
factivel para algum o > 0, tem-se

Ag(a)W + WAL () < —20W

que, pré e pés-multiplicada por W=, com W~ =
P torna-se

Acl(a)’P + PAcl(Oé) < —20P



o que significa que v(z) < —20v(x), com v(x) =
2/ Pz, portanto assegurando a estabilidade qua-
dréatica do sistema em malha fechada com uma
taxa de decaimento o. O
A préxima secao fornece comparacoes numé-
ricas entre as condigoes propostas e outras LMIs
relaxadas dadas na literatura para resolver (8).

5 Exemplos numéricos

A complexidade numérica associada a um pro-
blema de otimizagao baseado em LMIs pode ser
estimada a partir do niimero V de varidveis escala-
res e do nimero £ de linhas de LMIs. As condigoes
do Teorema 2 demandam V = n(n+1)/2+mnN,
L =n+nJ(d+2). Note que V nao depende de
d. Os resultados apresentados a seguir foram obti-
dos utilizando o LMI Control Toolboz, do Matlab
(Gahinet et al., 1995) em um notebook com um
processador Core Duo 1.66 GHz e com 1 GB de
memoéria RAM.

Exemplo 1
Considere o modelo nebuloso de Takagi-Sugeno

(1) com N = 4 subsistemas cujas matrizes sao
dadas por

0.77 0.24 0.67 0.65 0.08
A= 019 062 068 | , Bi=| 0.7 0.74

042 042 0.48 0.74 0.58
[ 048 0.14 057 [ 0.38 0.14 ]
As= | 008 088 085 |,Ba= | 0.66 0.67
| 0.17 0.85 0.83 | | 0.84 0.16 |
[ 0.77 051 0.05 [ 0.53 0.08 ]
Az =| 004 035 071 |,Bs=| 095 0.58
| 092 0.73 057 | | 0.24 0.98 |
[ 0.45 028 0.60 ] [ 0.13 0.71 ]
As=| 097 048 053 |,Bs= | 080 0.46
| 030 0.34 0.08 | | 0.09 0.82 |

Primeiramente, verificou-se que as condigoes
relaxadas para projeto do controlador dadas em
(Tanaka and Wang, 2001, Section 3.3) (com s =
N) nao sao factiveis para este sistema. A factibi-
lidade também nao é obtida pelas condigoes rela-
xadas dadas em (Tuan et al., 2001, Theorem 2.2,
item 1). As condigoes do Teorema 2 fornecem con-
juntos de LMIs progressivamente relaxados que
resolvem o problema de estabilizabilidade quadra-
tica sempre que houver uma solugao. Para o sis-
tema deste exemplo, as condicoes do Teorema 2
nao sao factiveis para d = 0, tornando-se factiveis
para d > 1, portanto fornecendo novas informa-
¢oes quando comparadas a condicoes relaxadas da
literatura. Para d = 1, as LMIs do Teorema 2
usam 30 variaveis escalares e 63 linhas de LMIs,
sendo resolvidas em 0.45 segundos, assegurando
a estabilidade do sistema em malha fechada por

meio da matriz de Lyapunov

16.6429 —7.1096  2.8415

P=| —7.109 3.0417 —1.2181

2.8415 —1.2181 0.4938
Exemplo 2

Como um exemplo da literatura, considere o
sistema ndo-linear apresentado em (Tanaka and
Wang, 2001, Section 4.3), descrito por meio de um
modelo nebuloso de Takagi-Sugeno com quatro re-
gras. O objetivo aqui é investigar a estabilizacao
quadratica do sistema maximizando a taxa decai-
mento das trajetorias dos estados, conforme des-
crito no Corolario 3. As condigoes do Teorema 2
asseguram a estabilidade com max o = 3.484 para
d = 0, nao mostrando melhora significativa nos re-
sultados com o aumento de d, indicando que esse
valor de taxa de decaimento é o limite possivel de
ser obtido sob a estabilidade quadrética (9). As
condicoes do Teorema 2 usam 26 varidveis escala-
res, 44 linhas de LMIs e demandam 0.75 segundos
para obter o resultado apresentado neste exemplo.

6 Conclusao

Este artigo fornece um procedimento sistematico
de construgao de conjuntos de LMIs progressiva-
mente menos conservadores que sa0 necessarios e
suficientes para computar ganhos de controle por
realimentagao de estados dependentes de parame-
tros que estabilizam quadraticamente sistemas ne-
bulosos de Takagi-Sugeno, levando a resultados
menos conservadores do que condicoes relaxadas
da literatura.
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